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Ejercicio 1 FEstudiese en qué puntos de C la siguiente funcion es R-diferenciable, en cudles
se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann, en cudles es C-diferenciable y si es holo-
morfa en algin abierto, calculando la derivada en los puntos en que ésta exista:

h(z) = st (z,y) # (0,0) y 0 en otro caso.
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Solucién. En primer lugar, podemos identificar el plano complejo C con el plano real de
dos dimensiones R? de una forma natural mediante la aplicacién que a cada par (x,y) €
R? le asocia x + iy € C. Haciendo esta identificacién, podemos interpretar una funcién de
una variable compleja en términos de dos funciones reales de dos variables reales. Es decir,
identificando z = xz+ iy con (z,y) podemos entender una funcién f(z) como u(z,y)+iv(z,y).
Las funciones u,v : R? — R reciben el nombre de parte (o componente) real e imaginaria
respectivamente de la funcién f.

Sabemos que una funcién f : R? — R? es R-diferenciable si lo son ambas componentes, y
serd C-diferenciable si y sélo si, ademads, se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann. En
este caso el valor de la derivada en un punto viene dado por:
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Estudiemos qué ocurre con la funcién h(z). Sean u(x,y) = ZE Y v(z,y) = ﬁ
Entonces
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luego las derivadas parciales existen y son continuas (en todo punto salvo en 0), con lo que
h es una funcién R-diferenciable en R?\ {0}. Ademds se cumplen las condiciones de Cauchy-
Riemann pues
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luego h es una funcién C-diferenciable en C\ {0}.

Justifiquemos la afirmacion realizada de que la funcién no es siquiera R-diferenciable en
(0,0). En este caso tendrfamos que los limites
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no existen y por tanto la funciéon no es R-diferenciable y como consecuencia tampoco es
C-diferenciable.

En el caso en el que la funcién cumple las condiciones de Cauchy-Riemann, sabemos que
existe la derivada y su valor es

—x? + 92 . 2xy

f/(xay) = (.%'2—1-@/2)2 +Z(w2+y2)2'

De hecho, si z =  +1iy, se tiene que h(z) = z/|z|? y por las reglas conocidas de derivacién
se obtiene que

b (z) = ;—21 para todo z € C\ {0}.

De aqui se deduce inmediatamente que la funcién h es diferenciable en C \ {0} y no es ni
siquiera continua en 0. O

Ejercicio 2 Calcilese f7 f(2)dz en los siguientes casos:

a) f(z) =z con vy la circunferencia de centro 0 y radio 2 positivamente orientada;
b) f(z) = Rz con v la semicircunferencia unitaria que pasa por —i, 1,1 en ese orden;

c) f(z) = % con 7y la poligonal que une los puntos 1,—i,—1,1 en ese orden.

Solucion. Utilizaremos aqui las integrales sobre caminos parametrizados por una curva:

Si v : [a,b] — C es un camino parametrizado y f(z) un funcién compleja continua sobre
la trayectoria del camino, tenemos que la integral de la funcién f a lo largo del camino y es

b
/ f(2)dz = / SO @)Y (1)t

Por tanto, basta con parametrizar los caminos que se proponen. En el caso a), una
parametrizacién es y(t) = 2¢' con t € [0,27], y por tanto

2w ) ) 2
/ f(2)dz = / 2e "2 dt = 4i / dt = 8i.
vy 0 0

En el supuesto b) tenemos la parametrizacion (t) = e con t € [—~7/2,7/2] y puesto que

i it —it
N(e™) = N(cost +isint) = cost = %
obtenemos que
/2 it —it
/f(z)dz = / P %ie” =qm/2.
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El caso c) se trata de forma ligeramente distinta a los dos anteriores. En primer lugar,
debemos escoger un corte de rama del plano complejo de manera que la poligonal v quede en
el complementario de dicho corte. Consideramos r la semirecta con origen en 0 y que forma
un angulo de 7/4 con el eje real. En C \ r, la funcién f = 1/z tiene una primitiva que es
I(2) = log|z| + 6, siendo z = |z|e? con 7/4 < @ < 7/4 + 27. Asi tendremos que

/ F=1(i) — (1) = (0 + im/2) — (0 + 27i) = 37i/2.
v

Ejercicio 3 Demuéstrese que la funcion f(z) = %, z € C\ {0} no posee una primitiva

holomorfa en ningin entorno abierto de la circunferencia unidad.

Solucion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una funcién F'(z) primitiva de
la funcién f(z) = 1/z en algin entorno abierto de la circunferencia unidad. En ese caso,
podemos considerar la integral de f(z) a lo largo de la circunferencia unidad C(0,1), que es
un camino cerrado y por tanto fC(OJ) f(2)dz = 0.

Sin embargo, si parametrizamos C(0, 1) por v(¢) = €% con t € [0, 27, obtenemos

/vf(z)dz = /027T idt = 2mi,

lo cual nos lleva a contradiccién. O

Ejercicio 4 Sea f una funcion holomorfa en un dominio G C C. Pruébese que bajo alguna
de las dos siguientes condiciones, la funcién f es constante.

a) Rf =cte;
b) |f| =cte.

Solucion. Denotemos, como habitualmente, Rf = u y Sf = v. Puesto que f € H(G), se
tiene que f es C-diferenciable y por tanto cumple las condiciones de Cauchy-Riemann:

ou B ov ou ov

dx oy dy Oz

En el primero de los casos, u es constante y asi se tiene que g—g = g—’; = 0, luego %Z =

% = 0. Por tanto v también es constante y como consecuencia f = u + iv es constante.

En el segundo supuesto, la hipétesis nos dice que u? +v? es constante, sea esta constante
A € Rt U{0}. Si A =0, no hay nada que probar, pues seria u = v = 0 y por tanto f = 0
constante.



Supongamos entonces que A # 0. Derivando, podemos formar el siguiente sistema donde
las incognitas son las derivadas parciales:

2udt 4+ 2092 = 0

2uft + 2058 =0

Puesto que se verifican las condiciones de Cauchy-Riemann, obtenemos:
ou ou __

QU% —i—2v% =0

Puesto que
u —v

=l +0P=A4+#£0

v u

por el teorema de Rouché, el sistema tiene solucién trivial:

Ou  Ou
oxr Oy
con lo que RNf es constante, y del caso anterior se deduce que f es constante. U

Ejercicio 5 Sea v el camino cerrado formado por la poligonal formada por los segmentos
que unen los puntos —1 —i,14+14,1—14,—1+4+14,—1 —1 en este orden. Calcilese los valores que
toma la funcion Ind(7,-) en C\ v*. jEs v simplemente cerrado?

Solucion. Realizando un dibujo de la situacién que se plantea y orientando el camino de la
forma correcta, podemos dividir el plano complejo (menos la traza del camino ) en tres
componentes conexas. Llamemos I al interior del tridngulo formado en la regién de la parte
real negativa, I al interior del tridngulo en la parte real positiva y IIT a C\ TUIT U ~*.

El indice es constantemente nulo en la componente no acotada de C \ v* con lo que
Ind(y,2) =0, Vz € IIL

Ademids, podemos ver el camino v como concatenacion de dos caminos 7y; y s, siendo éstos
los que tienen por traza al tridngulo que limita la regién I y al tridngulo que limita la regién
IT respectivamente. Aplicando las propiedades del indice, se tiene que Ind(v,z) =Ind(vy; +
v2, z) =Ind(y1, z)+Ind(y2, 2). Si estamos en la zona I, tendremos que Ind(~2, z) = 0 por estar
en la componente conexa no acotada de C\ ~5 y Ind(v1, 2z) = 1. Anédlogamente, si estamos
en la regién II, se tiene que Ind(vy1,2) = 0 y que Ind(v2, 2z) = 1.

Por tanto, se tiene entonces que Ind(v,z) = 1, Vz € I, que Ind(y,z) = —1, Vz € 1I
U



Ejercicio 6 Sea G C C un abierto no vacio y f € H(G) sin ceros en G. Una funcion
F € H(G) se llama un logaritmo de f si eF'?) = f(2), Vz € G. Pruébese que son equivalentes:

a) G es simplemente conexo.

b) Si f € H(G) no tiene ceros en G, la funcion fTI posee una primitiva en G.

¢) Toda f € H(G) sin ceros en G posee un logaritmo en G.

d) Para cada a € C\ G existe un logaritmo holomorfo de z — a.

Solucion. Comprobemos la cadena de implicaciones a = b = ¢ = d = a.

a = b: Si G es simplemente conexo, entonces v ~ 0(G) para cualquier camino v en G.
En particular, como g = fTI € H(G), entonces fﬂ/ g = 0 para todo camino cerrado en G, luego
g tiene una primitiva en G.

b = ¢ : Podemos suponer G conexo. En caso contrario, repetiriamos el argumento para
cada componente conexa de G. Sea f € H(G) sin ceros en G entonces pro hipétesis existe
h(z) una primitiva de la funcién g = fTI € H(G) es decir, h'(z) = g(2).

Hacemos aqui la siguiente observacién: Si una funcién f tiene un logaritmo F, debe ser
ef'(?) = f(z) y por tanto e’ F’(2) = f/(z) y como consecuencia F'(z) = % Aplicando
esto a nuestro caso en particular, debemos comprobar si e/?) = f(z) de donde e "*) f(2) = 1.

Sea j(z) = e ™M) f(z). Entonces

J'(z) = f’(z)e—h(z) — f(z)e—h(z)h/(z) _ f/(z)e—h(z) _ f(z)e—h(z)J;/((j)) —0.



Por tanto, al ser G conexo, la funcién j(z) es constante. Serd j(z) = a # 0 y en
consecuencia existird un b € C tal que a = €, con lo que e’ = ¢ ) f(2) vy tendremos

f(z) = ebel®) = M=)+t con lo que h(z) + b es un logaritmo de f.

¢ = d : Consideremos la funcién g : G — C tal que g(z) = z — a. Tenemos que z € G y
que a € C\ G y por tanto g(z) # 0 para cualquier z € G. Ademas, es claro que g € H(G) y
por tanto, utilizando la hipétesis, g tiene un logaritmo holomorfo en G.

d = a : Debemos comprobar que todo camino y cerrado en G es homodlogo a 0 en G, esto
es, si se tiene que Ind(y, a) = 0 para cualquier punto a € C\ G. Para ello sabemos que

1 d
Ind(y,a) = 27”/ C—Ca'
g

Ademds, por hipdtesis, tenemos que existe F'(z) logaritmo de g(z) = z — a, luego e
z — a. Por tanto:

Fz) —

1 1
F/ — / —F(Z) — —F(Z) — — .
() =@ =0 = 5=

De esta forma tenemos lo que buscdbamos:

1 d 1
md(.) = 5 [ 2o =
Y

sinz __ 1

Ejercicio 7 a) Prucbese directamente que lim, .o *%

[

donde v := v1 + 72, siendo y1 el borde orientado positivamente del cuadrado de centro
0 y lados de longitud dos, considerado con origen y final en el punto P = —% +1iyy el
borde orientado positivamente del rectangulo de vértices :l:% 4 24, considerado también
con origen y final en P.

b) Calcilese

Solucion.

a) Por definicién de sin x tenemos:

sinz €% — e lre®—1 1—e ™
- =yl

T 29 21
Haciendo en esta expresién x — 0 obtenemos

lim = lim —
z—0 X x—0 21

sin x 1 e —1 1—e i 1
R R
T T



b)

Debemos calcular f7 sflTCg siendo v := 71 + 72 lo indicado en el enunciado. Si denotamos

d
9(¢) = sigC7 tenemos que fv SinCC - fv %d{.

La funcién g(z) = ;= tiene una discontinuidad evitable en z = 0, pues

=1

1
lim g(z) = lim

z—0 2—(0 SN2
z

y por tanto podemos extender g(z) a una funcién holomorfa en un abierto entorno de
cero que contenga a 7y, de hecho, este abierto puede ser G = C.

Puesto que v ~ 0(G), podemos aplicar la férmula integral de Cauchy:

1
5 : zgizi() dz = Ind(~, 20)g(20)
y por tanto
Asgc _[,g(f)dg = 2milnd(vy, 20)g(20)-

Haciendo zp = 0, g(z0) = ¢g(0) = 1. Ademas Ind(v,0) = Ind(v,0)+Ind(v,0) = 1+1 = 2.

Finalmente:

/ .dC = 2milnd(+y,0)g(0) = 4mi.
5 Sing

S1n

Ejercicio 8 Sea 1 el camino cerrado formado por la poligonal que une lo puntos —1,—1,2+
1,3,2—1,1,—1, en este orden, y 2 el borde positivamente orientado del circulo de centro 1 y
radio 2, considerado con origen y final en —1. Sea I' = 1 + 9. Se pide:

Calcilese fF % para 0 <r <1 yparal <r <3.

Calcilese Int(7y).

Sean f,g € H(D(c,r)) con f(c) #0, g(c) =0 y ¢'(c) # 0. Pruébese que h(z) = f(zg con
f(z)

z # ¢ tiene un polo simple en ¢ con residuo IOk

Calcilese
L 2
/ og(z + 2) @
r

sin 2z

donde Log denota el logaritmo principal.



Solucion. Realizando un dibujo de la situacién pedida, podemos ver como es el camino I' del
enunciado:

Consideramos un abierto ) suficientemente grande (por ejemplo, Q = D(0,5)) que con-
tenga a I'. Si denotamos por oy el borde del cuadrado que delimita la regién A, positivamente
orientado, y o9 el borde de la region B también postivamente orientad, entonces notamos que
I'=v+o01—o02.

Después de estas consideraciones previas, resolvamos cada apartado del ejercicio.

a) Por la definicién de indice, sabemos que la integral que se nos pide calcular es:

d
/ © = omilnd(T, 7).
I

z—r
Ahora para 0 < r < 1 aplicando las propiedades aditivas del indice se tiene que

Ind(T",7) = Ind(v2,r) + Ind(o1,7) — Ind(og,r) =14+ 140 = 2.

Por tanto si 0 < r < 1, obtenemos que [ z‘% = 2miInd(T, r) = 4mi.

Procediendo de la misma forma en el caso en el que 1 < r < 3, se obtiene que

Ind(T',r) = Ind(y2,7) + Ind(o1,7) — Ind(o2,7) =14+0—-1 =0,

y asi [ 222 = 2milnd(T, r) = 0.

b) En nuestro caso, C \ I'x tiene cinco componentes conexas que hemos denotado por A,
B, C, D y E. Sabemos que el indice es constante en cada componente conexa de C\ I'*,
con lo que basta ver su valor para un punto de cada una de las regiones. Consideremos
a, b, ¢, d y e puntos de A, B, C, D y E respectivamente.



Por lo que ya hemos calculado en el apartado anterior, podemos concluir que

Ind(T'ya) =2 y Ind(I',b) =0.

Ademds, como el punto e estd en la componente conexa no acotada de C\ I'*, podemos
decir que Ind(T', e) = 0.

Veamos qué ocurre con los puntos ¢ y d. Procediendo de manera andloga a lo hecho en
el primer apartado del ejercicio, obtenemos:

Ind(T', ¢) = Ind(A, ¢) = Ind(y2, ¢) + Ind(o1, ¢) + Ind(0o2,¢) =14+ 0+ 0 =1,
Ind(T', d) = Ind(A, d) = Ind(v2,d) + Ind(o1,d) + Ind(o2,d) =1+ 0+ 0 = 1.
Por lo anterior y por la definicién de interior de un camino tenemos:

Int(T") ={z € C\T" : Ind(T",2) # 0} = AUCUD.

Calculemos el siguiente limite: lim,_,. h(z)(z — ¢). Puesto que g(c¢) = 0, obtenemos:

Z_n%@(z—c) —y_{%%:z(c) T JG)
f(e)

Luego la funcién h(z) tiene un polo simple en ¢ de residuo

g'(c)

Puesto que estamos trabajando con el logaritmo principal de z — 2, podemos tomar
como corte de rama R = (—o0, —2| y considerar como abierto 2 = C\ R. Tenemos
entonces que I' es homdlogo a 0 en Q, que el conjunto H = {kn/2 : k € N} N Q es
numerable y sin puntos de acumulacién en €2, por lo tanto discreto y I'* N H = ().
Ademas, la funcién h(z) = Log(z42) o5 holomorfa en 0 \ H. Por tanto, estamos en las

sin 2z
hipétesis del teorema general del residuo. Aplicando dicho teorema:

L 2
A%dz =2ri Y Ind(T,a)Res(h,a) = 2milnd(T, 0)Res(h, 0).
a€Int(T)NH

Por el segundo apartado, sabemos que Ind(I',0) = 2. Ademds, si tomamos f(z) =
Log(z — 2) y g(z) = sin z, tenemos que h(z) = J; 8 y estariamos en las condiciones del
apartado anterior y asi Res(h,0) = g‘;i 220).
Asi hemos obtenido:
/ Mdz = 2miLog(2).
r sin2z



Ejercicio 9 Estudiese si la funcion

es meromorfa

a) En C.

b) En C\ {0}.
c) Calculese el residuo de f en cada polo.

Solucion.
a) El conjunto de posibles discontinuidades de la funcién f(z) es

L kez\ {0} ufz=0)

Pr={z. = :
r =1z =1
Este conjunto es numerable, pero tiene un punto de acumulacién, z = 0. Por tanto Py

no es un conjunto discreto y asi f(z) no es meromorfa en C.

En este caso el conjunto de posibles discontinuidades es:

b)
Pr={a= - keZ\{0})

que es numerable y no tiene puntos de acumulacién en G = C \ {0}. Ademds f €

H(G \ Py). Comprobemos que zj = 7 es polo de f para todo k € Z \ {0}.
Debemos ver que lim,_, ,, |Sm%| = 00 o lo que es equivalente lfm,_, [sin1| = 0. Efec-

tivamente: )
lim sin— =sinkn =0  VkeZ\ {0}.

22k z

Asi, f(z) es meromorfa en G = C\ {0}, f € M(G).
Debemos calcular el residuo de f en cada punto z = ﬁ, y para ello debemos saber el

1.1
I

valor del siguiente limite:
z

If - —
fm (2 kﬂ’)SiIl

1
Z-’E
y ver que es distinto de cero. Denotando h(z) = sin% entonces:
o1 1
= h(z) — h(z= 1
lim — 2 = lim ) 1('”) — W(—) = —k2r? coskr = (—1)F 1202
z%ﬁ z — Ir z%ﬁ z — In km
Por tanto
(_1)k+1

10



Ejercicio 10 Sea f una funcion holomorfa no constante en un abierto conexo que contiene

a D(0,1) tal que |f(z)] =1 si|z| = 1.

a)
b)

c)

Pruébese que f tiene un nimero finito (> 1) de ceros en D(0,1).

Si los ceros distintos de f en D(0,1) son aq, ..., aqy, con multiplicidades ki, ..., ky y para
cada o € D(0,1) se designa por
Z—a
#al2) = 1—az’

pruébese que existe un X\ de modulo 1 tal que
F(2) = Apay ()] [pas ()] [pan (2)]'7, Yz € D(0,1).

Si ahora se supone f entera, no constante y cumpliendo también la condicion |f(z)] =1

para |z| = 1, pruébese que existe un A de mddulo 1 y un n > 1 tales que f(z) = \z".

Solucion.

a)

En primer lugar, veamos que f tiene algin cero en D(0,1). Por reduccién al absurdo,
supongamos que no tiene ninguno. Por el principio del médulo méximo, sabemos que
sup (o1 {1 (2]} = méxopo,1{If(2)[} = 1. Ademis debe ser inf o 1){|f()[} < 1, pues
si infpo,1){[f(2)]} = 1, tendriamos |f(2)| = 1 constante en D(0,1) con lo que f serfa
constante, en contra de las hipdtesis.

Por tanto, infpo1){[f(2)[} < 1. Entonces infpe{|f(2)l} = minm{\f(z)]} =
minp o1 {[f(2)|} puesto que |f(z)] = 1 si |z| = 1. Es decir, que |f(z)| alcanza el
minimo en D(0,1), lo que contradice el principio del médulo minimo. Luego f tiene
algin cero en D(0,1).

Veamos ahora que el nimero de ceros es finito. De nuevo, supongamos lo contrario. Sea
A = {ai}ien un conjunto infinito de ceros (distintos) de f en D(0,1). Puesto que todo
conjunto infinito contenido en un compacto tiene un punto de acumulacion, el conjunto
A tendrd puntos de acumulacién en D(0, 1) y como por hipétesis D(0,1) C G, se tiene
un conjunto infinito con untos de acumulacién donde la funcién se anula. Aplicando el
teorema de identidad se obtiene f idénticamente nula, lo que contradice las hipotesis
del enunciado.

Asi, la funcién f tiene un ntimero finito de ceros.

Sabemos que los automorfismos del disco unidad ¢,, son funciones holomorfas en (C\{%}
(con el convenio % = 0o ¢ C)y que tienen como unico cero de orden uno al punto z = a.

Seas:
f(2)
Alpar (2)]Ft[pay (2)]%2... [P, (2)]Fm

11

h(z) =




donde {aq,...,ap,} son los ceros de f en D(0,1) y ki,...,kp sus érdenes. Asi h €
H(G\ {%}zzlm U{ag, ...,am}).

Puesto que |a;| < 1, se tiene que =

[l

> 1 para i = 1,...,m y por tanto G' = G\

{O%}zzlm es un abierto conexo que contiene a D(0, 1).

Del lema de Schwartz y de las propiedades de los automorfismos del disco unidad,
sabemos que |pq(2)| =1 < |2| = 1, luego si |z| = 1 se tiene que |h(z)| = 1. Asi, los
posibles ceros de h en D(0, 1) estaran entre los ceros de f, pero vamos a comprobar que
en realidad, la funcién h no tiene ceros:

fm h(z) = lim (z — ai)¥ig(2)
zLai h( ) ZLCM (Z — Ozi)ki%[@al (Z)]klm[(pam (Z)]km

#07

donde g(a;) # 0y g(z) € H(G).

En principio, la funcién A no tiene por qué estar definida en los «;, pero son singular-
idades evitables y por tanto podemos extender h a una funciéon holomorfa no nula en
;.

Asi, la extension de h es una funcién sin ceros en D(0,1), con lo que no se cumple el
resultado del apartado anterior. Por el apartado anterior h es constante y |h(z)| = 1.
Por tanto, hemos encontrado A de médulo 1 tal que

F(2) = Mgy () [Pas ()2 [pa, (2)]*", ¥z € G5 D(0,1).

¢) Comprobemos que bajo las hipdtesis que nos plantean, la funcién f sélo puede tener un
cero y éste va a ser a = 0. Estamos en las condiciones de los dos apartados anteriores,
luego por el primero, f debe tener algin cero. Por el segundo:

f(2) = N@a, (2)]F1...[¢a,, (2)]Fm para todo z € C\ {O%, . %} donde a1, ..., ay, son los

ceros de f en D(0,1). Pero si a;j # 0, entonces lim, 1 /5 | f(2)| = o0, lo que contradice
que f sea entera. Por tanto, el tinico cero de f en D(0,1) es el 0y f(2) = Az* siendo k
el orden del cero y con |A| = 1.

Ejercicio 11 FEncuéntrese una transformacion de Mobius que transforme:

i) El eje real en la circunferencia unidad, y el semiplano Sz > 0 en D(0,1).
ii) Los puntos 1,i,—1 en i,—1,1 respectivamente.

iii) los puntos —1,0,1 en —1,14,1 respectivamente.

En los dos ultimos casos, scudl es la imagen de D(0,1)?

12



Solucion. Se nos piden calcular transformaciones de Mobius, que sabemos que tiene la sigu-

iente forma: T'(z) =

az+b
cz+d?

con a, b, c,d € C por determinar y ad — bc # 0. Estas aplicaciones

quedan univocamente determinadas por la imagen de tres puntos.

i)

ii)

En el primero de los casos se nos pude que 7'(z) transforme el eje real en el borde del
disco unidad. Existiran infinitas aplicaciones que hagan esto en funcién de los puntos
que se elijan y de sus imagenes. Para determinar una de ellas, elegimos tres puntos del
eje real, por ejemplo, —1,0—1 y tres puntos del borde del disco que seran las respectivas
imdagenes, por ejemplo, —1,1,1.

Calculemos los coeficientes de la transformacién de Mobius que hace {—1,0,1} —
{—1,1,4}. Sustituyendo:

b
T(O):gzljb:d.
—a+b
T(-1) = =—-1=>—-a+b=c—d.
(-1) e = —a+ c
b
T =252 i s ot b= ci+ di.
c+d
Sib=d =0, entonces a = —c = ic y asi a = ¢ = 0 que no es una solucién. Por tanto

podemos tomar, por ejemplo, b =d =1y entonces a =1+ 2i y ¢ = 1 — 2i. Por tanto

una solucién es )
(1+2i)z+1

e = e 11

Comprobemos que se cumple T'({z : Sz > 0}) = D(0,1). Puesto que T es continua,

transforma componentes conexas en componentes conexas, con lo que s6lo es necesario

comprobar lo anterior para un punto concreto, por ejemplo, z =i :
(4241 —1+i 1

2
T() = = = —C 7.6D0717
O =2miv1~ 3+ 55 € D0

con lo que se cumplen las condiciones requeridas para T'(z).

En este caso debemos calcular la transformacién que manda {1,i, —1} — {i, —1,1}. De
nuevo, sustituyendo:

b
T(1) = =i atb=ci+di
b
T(i):a?id:—ljai—i—b:—ci—d.
Cl
—a+tb
T(-1) = _Zid:1:—a+b=—c+d.

Una solucion esa=1+2i,b=1,c=1y d =1 — 2i, con lo que la transformacién de
Mobius es:
(1+2i)z+1

&) =" Ta—aw
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Puesto que la transformacion lleva el borde de la circunferencia unidad en si mismo, se
tiene que la imagen del disco D(0,1) es o bien él mismo o bien C\ D(0,1). Ahora bien,

1 1 2
- =>+ZieD(0,1),

T(0) =
(0) 1—2: 5 5

con lo que T'(D(0,1)) = D(0,1).

iii) En el ultimo caso, se nos pide calcular la transformacién que lleva {—1,0,1} — {—1,4,1}.
Si sustituimos:

b
T0) == =i=b=di.

d
T(l):a12:1:a+b:c+d.
c
—a+b
T(-1) = _Zi_d:—lé—a—i—b:c—d.

Una solucién esa =1, b =1, c =1y d = 1. De esta forma, la transformacién de Mobius

pedida es:
z+1

iz4+ 1

T(z) =

Por las mismas razones que en el caso anterior y puesto que 7'(0) = ¢, concluimos que
T(D(0,1)) = {2z : Sz > 0}.

Ejercicio 12 Sean f,g : D(0,1) — C dos funciones holomorfas, tales que f(0) = ¢(0),
9(D(0,1)) C f(D(0,1)) y f es inyectiva.

a) Pruébese que
g(D(0,7)) C f(D(0,r)) VO <r<1.
b) Pruébese que |¢'(0)| < |f/(0)].

c) Si |¢g'(0)] = |f(0)|, entonces g(D(0,1)) = f(D(0,1)). sPuede decirse algo mds de la
relacion existente entre f y g en este caso?

Solucion. Antes de comenzar cada apartado, observamor que si la funcién f es inyectiva,
entonces tiene inversa global, de forma que f~!og € H(D(0,1)) y por hipétesis se tiene que
f~tog(D(0,1)) € D(0,1). Ademds f~1og(0) = f~1(g(0)) = 0. Asi, estamos en las hipdtesis
del lema de Schwartz.
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a) Por lo que hemos observado anteriormente |f~! o g(z)| < |2| si z € D(0,1).

Supongamos, por reduccién al absurdo, que para algiin 0 < r < 1 existe un zg € D(0,r)

tal que g(20) ¢ f(D(0,7)). Entonces (f~*og)(z0) & D(0,7), pero (ftog)(z0) € D(0,1)
y por tanto obtenemos la contradiccién |(f~1 o g)(z0)| > r > |20].

Asi debe ser g(D(0,7)) C f(D(0,r)) para todo 0 < r < 1.

b) Por la observacién previa, aplicando la regla de la cadena y el teorema de la derivada
de la funcién inversa, se obtiene directamente lo que buscamos:

((f7 e g)(0) <1 =[(f7)(9(0)d'(0) <1 &

| g'(0)| & |

1
F(F=19(0))) f'(0)

1 , , ,
Fi) 19O <1 19 0)] < IO

JO)l<le

ad

c¢) Si ahora |¢'(0)| = |f/(0)], de nuevo aplicando el lema de Schwartz tenemos que existe
A de médulo 1 tal que (f~1og)(z) = Az, y como f~!og(D(0,1)) = D(0,1), entonces
9(D(0,1)) = f(D(0,1)).

Ademsds se tiene que g(z) = f(Az).

Ejercicio 13 Sea G un abierto de C y H(G) con la topologia compacto-abierta.

a) Sea F C H(G) una familia normal. Pruébese que F' = {f': f € F} es también normal.
Pongase un ejemplo que muestre que el reciproco no es cierto.

b) Pruébese que si F es puntualmente acotada en C y F' es normal, entonces F también
es normal.

c) Si G es un dominio, pruébese que en b) basta suponer que eziste un punto a € G tal
que {f(a) : f € F} es acotado.

Solucion.

a) Es un resultado conocido de teorfa (Teorema de Weierstrass) que el operador “derivar”
es una aplicacién continua en el espacio de las funciones holomorfas en un abierto con
la topologia compacto-abierta:

0 : (H(G),7e) — (H(G),Te)

freo)=1f

15



Dada una sucesién (f},) en F' debemos encontrar una subsucesién convergente en en
F'. Dada (f}],), existe (f,) en F tal que (f,)" = f], para todo n. Ahora, como la familia
F es normal, existe f en F y una subsucesion (fy,;) de (f,) tal que f,, — f en 7.

Por ser ¢ una aplicacién continua, obtenemos que ( f{%) — f’, luego la familia ' también
es normal.

Un contraejemplo de que el reciproco no es cierto es el siguiente: Consideremos ' = {1}
que claramente es normal y sin embargo F = {z+n : n € N} no es normal. El
teorema de Ascoli-Arzela asegura que una familia es normal si y sélo si es equicontinua
y puntualmente acotada, y nuestra familia F no es puntualmente acotada.

b) Para ver que la familia F es normal, por el teorema de Montel basta ver que es local-
mente acotada en G.

Sea a € G. Por ser F puntualmente acotada, existe M > 0 : sup{|f(a)|: f € F} < M.
Ademds, F' es puntualmente acotada, luego por el teorema de Montel existe D(a,r)
entorno abierto de a tal que sup{|f’(z) : z € D(a,r)|} < N < o0.

Por tanto, para toda f € F y para todo punto z € D(a,r) se tiene f(z)— f(a) = f[a . f!
y consecuentemente:

|f<z>|=r/[ ]f’+f(a)§|/[ ]f’!+|f(a)|§|/[ VM € N0 <

Es decir, F esta localmente acotada y de nuevo, por el teorema de Montel, F es normal.

¢) Si ahora G es un dominio, F' es normal y F estd acotada en un punto a € G, de-
mostremos que entonces F estd puntualmente acotada.

Sea zg € G, por ser éste un dominio, existe un camino v : [0,1] — G tal que v(0) = a
y ¥(1) = 29. Como F' es normal, estd uniformemente acotada sobre el compacto v*, es
decir, existe N > 0 tal que ||f'||y+ = sup{|f/(z)| : z € v*} < N para toda f € F. Sea
también M = sup{|f(a): f € F|}.

Por tanto, para toda f € F, tenemos f(z9) — f(a) = fA/ f" y por tanto:
N <[+ <| [ vN|+ M < N + M < .
el =1 [ £+ s@i<i [ fivis@<) ong(y) + M < o0

Entonces sup{|f(z0)| : f € F} < Nlong(y) + M < oo y asi F estd puntualmente
acotada. Aplicando el apartado anterior, se obtiene que F es normal.

O

Ejercicio 14 Sea u una funcion armdnica en un dominio G de C.

a) Siu es idénticamente nula en en un abierto no vacio de G, pruébese que u es nula en
todo G.
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b)

c)

Demuéstrese que si existe un punto en G en el que todas las derivadas parciales de u
son 0, entonces u es idénticamente nula.

Pruébese que una funcion armdnica no constante sobre un dominio, es una aplicacion
abierta.

Solucion.

a)

Utilizamos en este apartado una técnica usual cuando se quiere probar que una cierta
propiedad se verifica en un conjunto conexo. Puesto que si G es un dominio entonces
es conexo y consideramos el conjunto

H={z¢€ G:3D(z,7) C G con ulp(;, =0}

y comprobaremos que es no vacio, abierto y cerrado en G, y por tanto debera ser el
total.

No vacio: Por hipétesis, sea A abierto no vacio tal que u|4 = 0. Por tanto existe
D(z,7) C A C G tal que ulp(;,) = 0).
Abierto: Por la propia definicién de H.

Cerrado: Consideramos un sucesién (z,) en H tal que z, — zp, veamos que zy esta en
H. Sea D(zp,r) C G. Por ser (z,) convergente, existe N € N tal que para todo n >
N se tiene 2z, € D(z0,7). Para uno de estos 2, existird un R tal que u|p(;, gy = 0.
Por tanto u serd nula en D(z,, R) N D(zp,r). Aplicando el teorema de identidad
se obtiene u|p(, ) = 0, luego 29 € H.

Como ya habiamos dicho, al ser G conexo, tenemos que H = GG y por tanto u es nula
en todo GG, como se queria probar.

Sea zp el punto de G en el que todas las parciales de u se anulan. Sea D(zp,7) C G.
Por ser u una funcién arménica, sabemos que existe una funcién f € H(D(zp,7)) tal
que Rf = u[p(z,r)- Desarrollamos f como serie de potencias en un entorno de 2 :

2 rn)(,
fe =3 g
n=0

Expresamos las derivadas sucesivas de f en zg en funcion de las derivadas parciales de
u, que son nulas por hipétesis:

y en general
oRfrt

Fe0) = S (o) — i —



Por tanto f = 0 en un entorno D(zp,7) de 2y con lo que u[p(,, ) = 0 y aplicando el
apartado anterior, se tiene u idénticamente nula en G.

c¢) Sea u funcién arménica no constante y U C G un abierto. Veamos que u(U) es abierto
en C. Por ser U abierto, existe una coleccién de discos {D;}icr tal que U = UD;. Al
ser u no constante, en particular no es constante sobre cada disco abierto. En caso
contrario, aplicando el teorema de identidad tendriamos u constante.

Veamos que u(D;) es abierto para cada i € I. De nuevo, por ser u arménica, existe
una funcién f; € H(D;) tal que Rf; = u|p,. Como u no es constante entonces f; no
es constante y por el teorema de la aplicacién abierta f;(D;) es abierto y por tanto
Rfi(D;) es abierto (pues las proyecciones son abiertas) y asi u(D;) es abierto.

Entonces u(U) = u(UD;) = Uu(D;) es abierto.

Ejercicio 15 Calculese directamente la integral de Poisson para el valor en la frontera
f(e®) =sin6 + cos .

Solucion. Para encontrar una solucién al problema de valor en la frontera sin  + cos 6, basta
con encontrar una solucién al problema con valor en la frontera sinf y otra solucién al
problema con cosf y sumar ambas.

De la teoria se conoce que la solucién al problema de Dirichlet existe y es unica, y que
ademas la expresién de dicha solucién es:

u(z) = Ryg(z) = ?Tﬁ{l,fymg+de}, (1)

27 ¢ (—=z
donde £ (C) C es el niicleo de Poisson y z = re'.
Resolvamos entonces el problema para el valor de la frontera cos = M = %(C + %),

siendo ¢ = €. De esta forma, debemos tomar, en la expresién 1, f(¢) = %(C + %)

7o) = % ii( )(<”)<—4m/(1+§z)(§f”)d<=

/d“/c d“/@c— i

La primera de las integrales la calculamos con la férmula integral de Cauchy y la segunda
de ellas no es més que el indice de v con respecto al punto z. Las dos integrales restantes las
podemos calcular por descomposicién en fracciones simples:

47r2

/v e L (Z i @)dc = Alnd(7,0) + Blnd(y,2) = A+ B =0,
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ya que A(¢ — z) + B¢ = 1 para todo ¢ € v, de donde A + B = 0.

/<2 e / +%d(>:A+C:0,

puesto que AC(( —z) + B(¢ —2) + C¢% = z de donde A+ C = 0, y ademas C% tiene primitiva
con lo que f7 C%dc =0.

De esta forma:

1
= —(2mt 27 040) =
g1(2) 4772'( miz + 2miz + 0+ 0)
con lo que u;(z) = Rz 0 més claramente, como z = e, uy(re’?) = rcos .

Procedemos ahora de manera andloga pero tomando, en la expresién 1 f(¢) = 1 (C — l),
y aplicamos de nuevo los calculos anteriores:

w5 [ DS -

ge= /“/c—dc /cc— /m(cz—z)dd:

2miz 4+ 2miz — 0 — 0)

=1 —
Por tanto, ug(re?) = R(—ire?) = rsin 6.

En consecuencia, sumando las dos soluciones anteriores, obtenemos la solucién al proble-
ma de valor en la frontera f(e'?) = sin + cos @, que es u(re’?) = rcos 6 + rsin 6. O

Ejercicio 16 Sea u una funcion armdnica positiva en U = D(0,1) y tal que u(0) = 1.
Encuéntrese estimaciones del valor de u(3).

Solucion. Aplicando la desigualdad de Harnack para funciones armdnicas positivas:

g;:u(a) <u(a+re?) < gi_:

u(a) en D(a,R).

En nuestro caso particular, R=1,a =0, r = %, y por tanto

1-1 14+ L
+ 2 1-—

—
[l

y por tanto las estimaciones para el valor de u pedido son

1 1
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Ejercicio 17 a) Si || |1 v || - |l2 son dos normas sobre un espacio vectorial E, pruébese

que las expresiones o - ||1+ B - |2 (a, 8> 0) y max{||-||1,] - ||2} definen sendas normas
en E.
Calciilese la bola unidad cerrada en R? de la norma || - || = 3| |1 + & ||oo-

Sea E un espacio normado no trivial. Pruébese que la adherencia de cualquier bola
abierta es la correspondiente bola cerrada, que el didmetro de B(a,r) es 2r y que si
B(a,r) C B(b,s), entonces < s y |[la—b|| < s—r.

Demuéstrese que en un espacio de Banach, toda sucesion encajada de bolas cerradas no
vacias, tiene un punto en comun.

En E = (Cr([0,1]), || - ||lsc) Se consideran los conjuntos
Co={fecE:f0)=1,0<f(t)<1site[0,1/n], f(t) =0 site [1/n,1]}.

Pruébese que (Cy,) es una sucesion decreciente de cerrados, acotados y no vacios, con
interseccion vacia.

Solucion.
a) Sean ||-||1y | - |l2 dos normas en el espacio vectorial E.
Verifiquemos que la expresion || - || = «|| - ||1 + 8] - [|2 con «, 3 > 0 es norma en E.

1. a||z||1 + B||z||2 > 0 para todo = € E, pues ||z|1, ||z|2 >0y «, 3 > 0.
2. Para todo x € E y para todo A € C tenemos que

[Az]] =alAzlly + Bl Axll2 = afAlllz]ly + BIAll|2]l2 =
=[Al(allzlly + Bllzll2) = [Alllz[l-

3. Mostremos ahora que se cumple la desigualdad triangular para todos z,y € E.

lz +yll =allz +yll + Bllz + ylla < alllzll + [[yll) + Blzll2 + lyll2) =
=allzlly + Bllzllz + allylly + Bllyllz = =l + llyl-

4. Por ultimo, demostremos que ||z|| =0 < z = 0.

Si ||z|| = 0, entonces «|z||1 + B]|z]]2 = 0 y puesto que ambos sumandos son no
negativos, debe ser ||z||; = ||z||2 = 0 y por tanto x = 0.
Reciprocamente, si x = 0 se tiene que ||z|1 = ||z|]2 = 0 y como consecuencia

2]l = allzlly + Bljz[l2 = 0.

Comprobemos ahora que la expresién || - || = max{||-||1,]|-||2} también define una norma
en E.

1. Puesto que ||z||1, ||z||2 > 0 para todo x € E, obtenemos que max{||z||1, |z|2} > 0
y por tanto ||z|| > 0 para todo z € E.
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b)

2. Para cualquier A € C y x € E se tiene
[Az]] = max{|[Az(|1, [|Az]l2} = max{|Al[[z([1, [Al[|z]2} =
=AMl max{]|z[|1, [lzll2} = [Alll=]-
3. Comprobemos que para todo z,y € E se cumple la desigualdad triangular:

[z +yll =max{|[z + yll1, [« + yll2} <max{llzlly + lyll, [[2]2 + lyll2} <
<méx{[|z]1, |22} + max{{lyll, lyll2} =[]l + |yl

4. Para terminar, demostremos ||z|| =0 < z = 0.
2]l = 0 & méx{[lz]1, [z]l2} = 0 & [lz] = [[z]l2 = 0 & = = 0.

Debemos calcular la bola unidad en R? con la norma || - || = 1| - [[1 + 4| - || donde,
como es habitual, [|(z, y)llr = [x] + [y ¥ [|(z, y)]|eo = max{|z], |y[}.

La bola unidad B(0,1) en la norma || - || es { € R?: ||Z|| < 1} con T = (z,y). Tenemos
que encontrar las ecuaciones que verifican los puntos de R? en la bola unidad, esto es:

1 1 1
@)l = 5ol + 5yl + 5 méx{lal, yl} < 1

y por tanto:
2[z| + |y < 2 si méx{|z], |y} = |z|

lz| + 2|y| < 2 si méx{|z|,|y|} = |y

es decir, o bien
2lz] + |yl <2

ly| < |z

o bien

|z +2[y| <2

2| < |y|

La zona sombreada del dibujo muestra la forma de esta bola, junto con las rectas que
delimitan su frontera:

Sea B(a,r) la bola abierta de centro a y radio r. Aplicando traslaciones es suficiente
probar todo lo que se pide en este apartado para la bola B(0,r) de centro 0.

Sea B(0,r) la adherencia o clausura de B(0,r). Debemos comprobar que dicha ad-
herencia es la bola cerrada B[0,r] de centro 0 y radio r. Puesto que B(0,7) es el menor
cerrado que contiene a B(0,7), uno de los contenidos es obvio, B(0,r) C B[0, ].
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Para ver el otro contenido, sea = € B[0,r], es decir, ||z|| < r. Si ||z|| < r, entonces =
estd en B(0,r) y por tanto en B(0, ). Supongamos ahora que ||z|| = r y sea B(z,d) una

bola abierta de centro x y radio arbitrario 6. Comprobemos que B(0,7) N B(z,d) # 0.
r—3/2
]

Consideramos el punto z = z——~ que estd en el segmento que une x con 0. Veamos

que z € B(0,7) N B(z,0).

)
r—32 T 1) 1)
o — 2| = o —z—=2] = ==zl =7+ 5l = 5 <4,
|zl (Bl 27 2
-$ 5
10—z = Izl = Je=—2[| = r— 2| =r — 5 <.
k4] 2 2

Asi z € B(0,r) y por tanto B(0,r) = B[O, r].
Demostremos ahora que DiamB(0,7) = 2r. Por definicién de didmetro de un conjunto,
sabemos que DiamB(0,7) = sup, yc o, |7 — yl|-

Desde luego, para todo z,y € B(0,7) se tiene ||z — y|| < ||z|| + ||yl < 2r, con lo que
DiamB(0,r) < 2r. Por otro lado, para cada ¢ > 0y 2z # 0 sean v = (r — §)5 e

[l

y=(5— )”z|| Entonces

z € z
||x—y||=\|(r—§)ﬂ (——7’)—H=2T—€ Ve > 0.
De esta forma DiamB(0,7) > 0 y por tanto DiamB(0,r) = 2r.

Para terminar el apartado, tenemos que ver que si B(a,r) C B(b, s), entonces r < sy
la =0l <s—r.
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La primera afirmacién es sencilla, pues:
2r = DiamB(a,r) < DiamB(b, s) = 2s,

y por tanto r < s.

De nuevo, para la segunda parte es suficiente con demostrarlo para b = 0. Supongamos
por reduccién al absurdo, que ||a|| = |ja — b|| > s — r. Por tanto, existe ¢ > 0 tal que
|la]| —e = s —r, o lo que es lo mismo, ||a|]| =s—7 +¢.

Sea z =a+ II%H(T — £). Entonces:

a £ 9
le—all = la+ - o(r = S) —al =r =S <

y asi z € B(a,r). Por otro lado:

a 9 g g
=S =Nl +r - Sl =5+

—b: =
Iz =bll = [l2[| = lla + 5

lall

y en consecuencia z ¢ B(0, s), lo cual es una contradiccién, pues por hipétesis tenfamos
B(a,r) C B(b,s).

Asi debe ser [[a —b|| < s — 7.

Sea Bilai, 1] D Bslag, 2] D ... D Bplan, ] D ... una sucesién cumpliendo las condi-
ciones del enunciado. Por el apartado anterior se tiene vy > ro > ... > r, > ... > 0.
Asi la sucesién de radios (r;) es decreciente y acotada, luego debe ser convergente, y por
tanto de Cauchy. Como consecuencia de esto tltimo y aplicando de nuevo el apartado
anterior, obtenemos

lan — aml|| < |rn —rm| — 0 cuando n,m — oo,

y asi la sucesién de centros (a;) es de Cauchy. Puesto que estamos en un espacio de
Banach, la sucesién (a;) converge al ser de Cauchy digamos a un punto a. Probemos
que a € By(ay, ) para todo n € N.

Para cada n € N se tiene que a = lim;,~p @y, € Blan, ] y por tanto a € NBlay, ry).

Asi a es punto comun de todas las bolas de la sucesién.

Consideramos el espacio E = (Cr([0,1]), || - |loc) de las funciones continuas del intervalo
[0,1] en R con la norma del supremo, y los conjuntos

Co={feE:f(0)=1,0<f(t)<1sitel0,1/n],f(t)=0site[l/n,1]}.

Veamos en primer lugar que son cerrados. Para cada n € N, consideremos una sucesion
de funciones (f,,,) C C), que sea convergente a f en el sentido de || - ||oo. Ahora debemos
comprobar que f estd en C,,.

Para un to fijo en [0,1] tenemos [|fm — flloo = sup[fm(t) = f(t)] = |fm(to) — f(to)]
y puesto que se da convergencia uniforme, en particular, se obtiene la convergencia
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puntual y asi para cada ¢y fijo en [0, 1] tenemos que f,,(t) — f(t). Al estar cada una
de las f,, en C,, verifican que f,,(0) = 1 para todo m € N y por tanto f(0) = 1. De
igual manera, para cada t € [1/n, 1] se verifica f,,,(t) = 0 para cada m € N y por tanto
f(t) =0sit e [1/n,1/m]. Por ultimo, sea t € [0,1/n] con 0 < f,(t) < 1 para todo
m € N, entonces es claro que 0 < f(¢) < 1.

Es evidente que Cy 11 C C),. Por la propia definiciéon de estos conjuntos se obtiene:

Copi ={f €E: f(0)=1,0< f(1) <1site[o,——]

n+1
. 1 1 1 1
f(t)=081t€[mﬂ]:[m%w[ﬁ,l}}c
CUGE:ﬂm:LOSﬂwglﬂtemniﬂﬂgfwglﬁte%+yiL

ﬂo:ogte%Jn:cw

Para ver que C), estd acotado, basta con comprobar que para toda funciéon f € C,,, se
tiene que la norma || f||c estd controlada por una constante. Por la propia definicién
de C,, obtenemos que si f € C,, entonces ||f|loc < 1 y por tanto C,, C Bgl0,1] y
asi estd acotado.

Comprobemos que C,, # (. Dado un cierto n € N siempre podemos encontrar una
funcién continua que sea lineal en [0,1/n] y de forma que f(0) = 1y f(¢) = 0 en
[1/n,0].

Ahora bien, la interseccién comtun de toda la familia (Cy,), de existir debiera ser una
funcién f tal que f(0) =1y f(t) =0sit e (0,1], luego f no puede ser continua en 0.
Por tanto, (,,cy Cn = 0.

Ejercicio 18  a) Demuéstrese que si 0 < p < 1, (ay), (by) C C, se cumple >_ |an + bp|P <

22 lanl? + 37 [bn]P.

b) Pruébese que cop es denso en cada uno de los espacios ¢, con 1 < p < 0o. sQué ocurre
en b ?

c) Sip < p, pruébese que l, C ly y la inclusion candnica tiene norma 1. Muéstrese
también que si p # p', entonces £, # L.

d) Six €, para algin p > 1, resulta por el apartado anterior que x € {s para todo s > p.
Pruébese que existe limg_, ||z]|s = Infs>) ||2]|s = ||2] -

Solucion.
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a) Para demostrar el resultado, basta con ver la correspondiente desigualdad para un sélo
término, es decir, comprobar que |a + b|P < |a|? + [b[P.
Consideremos r = 1 > 1y los vectores u = (|al’,0) y v = (0, |b[P) con lo que u,v € R2.

Ahora podemos aplicar la desigualdad de Minkowski que ya conocemos y obtener:

[u+ollr < lully + v

Puesto que
T T 1
[+ ollr = [[(lal?, [oP)l» = (([al”)" + ([6")") " = (la] + [b])",

[ullr + [vll- = [a]” + [0]",

y ademas,
|a+b]” < (la| + [b])",

se obtiene, combinando las desigualdades anteriores, el resultado deseado.

b) Queremos ver que ¢og = ¢, con 1 < p < oo. Para ello tomamos un elemento de ¢, y
vemos que existe una sucesion en cyy que converge a él. Sea & = (£9,€9, ..., 5,2, ...) € L,
es decir, (> |£?|1")}17 < 00.

Consideramos la siguiente sucesion de elementos de cqq :
&' =(€9,0,0,...,0, ...

€2 =(62,€90,...,0,..)
& =(8),8,4,...,0,...)

gn = (€?)€g7§g’ "'751(’)),7 07 "')

Es claro que (£") C coo y que cada & coincide con &j en los primeros n términos, mientras
que en el resto son ceros. Obviamente hay convergencia coordenada a coordenada.
Veamos que, ademads, se tiene " — &y en £, :

(0.0
1€ — §0||£ = Z |§?\p — 0 cuando n — oo.
1=n+1

Sin embargo cgg no es denso en £, pues ¢oo = ¢g S Yoo-

¢) Supongamos p < p' y 0 # a = (ay,) € {p. Es claro que % < 1. Puesto que la funcién

x — u® es decreciente si u < 1 se tiene que si p < p’ entonces

|an|p/ lan [P

lallZ ~ llallp

para cada n € N.
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Sumando en n € N obtenemos:

/
lally  llallp

lal® ~ llallp

)

y por tanto ||all;, < [[a]ly, de forma que £, C £,

Sea ahora la inclusién canénica i : £, — f, que a cada x = (x,) € ¢, lo lleva en
i(x) = v € . Esta aplicacién estd bien definida por lo que acabamos de demostrar
y ademds es, obviamente, lineal. Por lo inmediatamente anterior, resulta que [|i]] < 1

pues ||i(z)|l,y = ||z|lpy < ||z]lp- Por otro lado, podemos tomar = e; = (1,0,0,...) de
forma que ||z|, = 1y [li(z)]|, = ||zl =1, con lo que ||i|| > 1. De esta forma hemos
comprobado que ||| = 1.

Por ultimo, veamos que la cadena de inclusiones de los espacios £, es estricta. Sea p # p/,

sin perder generalidad podemos suponer 1 < p < p’ y por tanto ]% < %. Consideremos
rtalque%<r<%.

Para cada n € N sea &, = % y € = (&n)- Es claro que

1 N\
Il = (3o 1=1) " < oo

y por tanto § € £,,. Sin embargo, como rp < 1 se tiene

lelp = (15 F)” = o,

con lo que £ ¢ £, y por tanto £, # {,.

Supongamos x € ¢, para algin 1 < p < co y sean s, s’ tales que s > s’ > p, por el
apartado anterior se tiene:
zlls < llzlls < [lllp,

con lo que la aplicacién s — ||z||s (con s > p) es decreciente. Ademads, como |z, | < ||z]|s
para todo n € N, se tiene que ||z]|s < ||z]|s < ||z]|s < ||2]|p. Por tanto

lm [|z[]s = mf {|lz[ls > [[2]eo,
§—00

y tenemos una desigualdad. Para ver la otra, sea s > 0, entonces:

oo
lzllefp = D lenllaenl” < lallSlz]?,
=1

y por tanto
_s _p_
2l sp < zllsc” 2]l

De esta forma, haciendo s — 0o, obtenemos la otra desigualdad: im0 ||| s4p < ||Z]]p-
Asi conseguimos ver que lims . ||z]|s = Infs>p [|2|ls = |2 0o-
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Ejercicio 19 Sea E un espacio normado. Pruébese:

La aplicacion x — ||x|| es uniformemente continua.
Toda sucesion de Cauchy en E es un conjunto acotado.

Toda aplicacion lineal T de (K", ||-||so) €n otro espacio normado F' es continua y alcanza

su norma, es decir, existe xg € S = {x € K" : ||z||0o = 1} tal que | T|| = |T(x0)| F-
Dedizcase del apartado anterior que si F' tiene dimension n, todo isomorfismo algebraico
T entre (K™, || - |co) ¥ F' es un isomorfismo topoldgico.

Dedizcase que toda aplicacion lineal de un espacio vectorial normado de dimension

finita en otro espacio vectorial normado es continua. En particular, existen constantes

M, N > 0 tal que si p es un polinomio de una variable de grado menor o igual que n,

p%a: = apx" + ... + ap_1Z + an, se tiene que |ag + ai| < Msup{|p(x)| : z € [-1,1]} y
x)|dr < Nmax{|p( ) :x=0,1,...,n}.

f) Dedizcase de e) que todas las normas sobre un espacio vectorial de dimension finita
son equivalentes, y que con cualquiera de ellas el espacio es completo. Concluyase que
todo subespacio de dimension finita de un espacio normado, es cerrado.

Solucion.

a) Sea T': E — K la aplicacién que a cada = € E le hace corresponder T'(z) = ||z||. Sea
e > 0. Podemos tomar 6 = ¢ de forma que si ||z — y|| < ¢ entonces |T'(z) — T'(y)| =
Nzl = [lyll| < ||z —y|| < e, con lo que T es uniformemente continua.

Sea () C F una sucesién de Cauchy. Fijado, por ejemplo, £ = 1 se tiene que existe ng €
N tal que ||z, —xp,|| < 1 para todo n > ng. Sea M = max{||xn, ||+ 1, ||z1]]; .- |Tn_1]} +
1. Entonces (z,,) C B(0, M) y por tanto la sucesién estd acotada.

En primer lugar, sabemos que en cualquier espacio de dimensién finita, todas las normas
son equivalente. En particular, podemos considerar aqui (K", ||+ ||oc) que también induce
la topologia usual. Podemos considerar también la base canénica de K" y denotar, para
cada 1 < i < n, por ¢; al vector (0, ...,1,...,0) en el que aparece un 1 en el lugar i-ésimo.
Con esto, podemos expresar cada x € K" como x = z1e; + ... + zpe, (con x; € K para
1 <4 < n)y remitirnos a sus coordenadas (x1, ..., T).

El conjunto S = {z = (x1,...,2n) € K" : ||z|lcc = 1} es un conjunto compacto en
(K™, || - lloc)- Sea & € S, por la linealidad de la aplicacién se tiene

n n n
IT(@) = 1) aiT (e < Y lail|T(ei)l] < lfgz.@%{\\T(%)H}Z |zi| <M <0.
i=1 i=1 - i=1
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Asi, para todo z € K" se cumple que ||T(”f§—”) < M]|| y por tanto |T(x)|| < M||z| con
lo que T es continua. Con esto vemos también que ||T']| < M.

Sea (z,,) C K". Entonces (”i—””) C S que es compacto, y por tanto existe zg € S punto

de acumulaciéon y una subsucesién convergente a xg. Por la continuidad de la norma se
tiene

, L,
1T (zo)ll = Mm [ T(-—=)lI =T,
nj—o0 [, |
con lo que T alcanza su norma.
Tenemos T : (K™, || - [[oo) — (F,|| - ||F) isomorfismo. Queremos comprobar que existen

constantes ¢, C’ > 0 tales que c||z]lc0c < ||T(z)]|Fr < C||2||oo- La existencia de C' y la

segunda desigualdad nos la asegura el apartado anterior.

Para la otra desigualdad, consideramos la aplicacién x — ||T(z)||r. Esta aplicacién es
continua y por tanto alcanza su minimo en la esfera unidad de K", es decir, existe
o € Soo y un ¢ > 0 tal que |[T(z)||r > ||T(z0)||r = ¢ para todo z € S. Ademas,
la hipdtesis de que T' es isomorfismo algebraico, nos asegura que ¢ # 0 y por tanto
|T(x)||F > ¢ > 0 para todo € Su.

Sea ahora y # 0 en (K", | - ||oo). Puesto que ﬁ =1, tenemos que "T(W)HF >cy

asi [T (y)|| = c|ly|| para todo y € (K", || - [|oo)-

Dada la aplicacién lineal T : E — F podemos factorizarla por medio del isomorfismo
0 : E — (K| |lc) de forma que s : (K” || - |loo) — F dada por s = T'o o~ ! es
continua por el apartado c¢).Ademads ¢ es un isomorfismo, con lo que se concluye que T'
es continua.

En particular, podemos tomar E; = (P, ||p|| = max{|p(z)| : = € [-1,1]}), E» =
) N 3

(Pny |Ilpll = méax{|p(i)| : i =0,1,....,n}), F =K, Ti(p) = ap + a1 y Ta(p) = f_lp(x)dx.

Es claro que Fy y Es son espacios normados y ademéas de dimensién infinita y que

F' es también espacio normado. Por lo anterior, las aplicaciones lineales T7 y 75 son
continuas, y por tanto existen constantes M, N > 0 tales que

a0 + a1 < M sup{|p(z)| : = € [-1,1]}

3
/ Ip(z)|dx < Nmax{|p(z)|: x =0,1,...,n}.
-1

Sean E un espacio de dimensién finita y || - ||1, || - |2 dos normas sobre él. Consideramos
la aplicacién identidad Id : (E, | - [1) — (E,]| - ||l2). Esta es una aplicacién lineal de un
espacio normado de dimension finita en otro espacio normado. Si ahora consideramos
Id=' : (E,| - |l2) — (E,| - |l1), también tenemos una aplicacién lineal de un espacio
normado de dimension finita en otro espacio normado, y por el apartado anterior estas
aplicaciones son continuas. De esta forma, existen constantes ¢, C' > 0 tales que c||z||2 <
llz|l1 < C||z||2 para todo = € E y por tanto las normas son equivalentes.
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Por los apartados anteriores, todo espacio normado de dimension finita es isomorfo a
K™ que es completo, con lo que todo espacio normado de dimension finita es completo.
De esta forma, si tenemos un subespacio E de dimensién finita en un espacio normado
F, consideramos una sucesién convergente x, — . Esta serd de Cauchy en E que es
completo y por tanto convergente en E, es decir, z,, — y, con y € E. Por la unicidad
del limite, x = y y por tanto E es cerrado.

O
Ejercicio 20 Sea E un espacio vectorial de dimension infinita. Pruébese:
a) Si(ei)ier es una base algebraica de E y para cada x =), ; xie; se define
Izl =) il [2]loo = méx{[zi| - i € I},
el
pruébese que ||z||1 y ||z]|co Son dos normas no equivalentes sobre E.
b) Si||-|| es una norma cualquiera sobre E, pruébese que existe siempre T € E*\ (E, |-
Solucion.
a) Sea (e;)icr base de E. Es claro que || - |1 ¥ || - [|o Son normas. Veamos que no son
equivalentes. Sea id : (E,|| - ||«) — (E,|| - |l1) no es continua, pues para n € N sean

{€ir,...,ei, } C {ei}icr n elementos distintos y = = >} xxe;, con zj = 1y entonces
|z|lcc = 1 pero |Jid(x)|l1 = n con lo que id no es continua y por tanto las normas no
son equivalentes.

b) Para definir 7' € E* \ (E, | - ||)’ basta dar sus imégenes sobre los vectores de una base.
Si tenemos (e;);e; base algebraica entonces (v; = ﬁ)le 7 es también base algebraica y
para cada i € I se tiene ||v;|| = 1.

Sea (vp)nen C (vi)ier. Definimos T € E* tal que T'(v,) = ny T(v;) = 0 si v; & (Vpn)nen-
Esta aplicacién es lineal y sin embargo no es continua ya que T(B(E)) D {T(v,) : n €
N} =N, conlo que T € E*\ (E,| - ).

Ejercicio 21 Sea E, := (R%| - |)), p = 1,2,00, M), := {(z,y) € E, : . —2y = 0} y
Ty : M — R la forma lineal My > (z,y) — To(x,y) = .

a) Calcilese la norma de Ty para los distintos valores de p considerados.
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b) Encuéntrese todas las extensiones de Ty a E, que conservan la norma, para los valores
de p considerados.

Solucion.

a) Veamos cuanto vale ||Tp| con (z,y) € M,. Recordemos la expresién mediante la cual
podemos calcular la norma de un operador:

IToll = sup{[To(z, y)| - [I(z, y)llp = 1} = sup{|z| - [[(z, y)ll, = 1}
Ahora estudiemos caso por caso:

p=1 ||To|]| = sup{|z| : |z| + |y| = 1}. Puesto que (z,y) debe cumplir x — 2y = 0,
obtenemos: 1 5
2l + 1yl = 1=z + glal = 1= Jof = 5,

y por tanto ||Tp|| = 2

3.
p =2 ||To|| = sup{|z| : Va2 + y? = 1} y por tanto:
x? 5 2
Vi+y=1=/2+5=1="22=1=|z| = —
T4 +y x4+ 1 22 || 7
con lo que ||Tp| :2?‘/5.

p =00 ||Tp|| = sup{|z| : sup{|z|, |y|} = 1} y en este caso:
1
sup{|z[, lyl} =1 = sup{jz|, S|z} =1 =[] =1,
y por consiguiente se tiene ||Tp|| = 1.

b) Buscamos ahora una aplicacion lineal 7" de forma que 7|y, = 1o y ||T'|| = [|Tol|. Puesto
que la aplicacién T que buscamos se puede representar como T'(x,y) = ax + by para
ciertos a, b € R, identificaremos a T con el par (a,b) € (E,)". Es comin a todos los casos
la condiciéon de que la restriccion de T a M), debe ser Tj, entonces se debe cumplir que si
(z,y) € My, entonces T(z,y) = To(z,y), por tanto z = az +by = ax + bz = (a+ 3b)x
con lo que a + %b = 1 es la primera relacién que buscamos.

Ahora estudiemos la restricciéon que nos da la conservacién de la norma en los distintos
casos de p considerados y resolvamos el sistema de ecuaciones que nos dard los valores
buscados de (a,b). Puesto que hemos identificado las extensiones 7' de Ty con los re-
spectivos pares (a,b), debemos intersecar la recta afin obtenida con la bola (del radio
correspondiente) del espacio dual correspondiente.

p=1 Se tiene que (E1)’ = Ey y por tanto tenemos que |/(a,b)|| = 2, con lo que el
sistema que debemos resolver es

sup{lal, b} = 3
a+ %b =1
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cuya solucién es (a,b) = (%, § Por tanto, el operador extensién de Ty que
3

).
buscdbamos es T'(z,y) = 2z + 3.
p =2 Ahora tenemos que (E2)’ = Es y entonces ||(a,b)|2 = % Con esto, el sistema

que hay que resolver es
1
(a®> +b?)2 = %
1p
a+ §b =1
y la solucién es (a,b) = (%, %) y por tanto T'(z,y) = %x + %y

p = oo En el dltimo caso, (E,)" = E; y la condicién sobre (a,b) que nos da la conser-
vacién de la norma es |[(a,b)||; = 1 con lo que el sistema a resolver es

la| + o] = 1
a+3b=1

y la tnica solucién al sistema es (a, b) = (1,0) por lo que la inica extensién solucién
es T(x,y) = x.

Ejercicio 22 Para cada sucesion x = (x,,) acotada de nimeros reales, pongamos p(x) :=
lim sup,,_, o Zn-

a) Pruébese que p es una subnorma sobre o Teal, es decir, es una funcion subaditiva que
cumple p(rz) = rx para todo r > 0.

b) Sea ¢ el subespacio de l de las sucesiones convergentes, y consideremos el funcional
Ty € ¢* dado por Ty(x) := limy, o0 . Pruébese que To(x) < p(x) para todo x € c.

c) Apliquese el teorema de Hahn-Banach para probar que existe T € ({o)" tal que ||T|| =1
y liminf,, o 2, < T(x) < limsup,,_,., Tn para todo x € L. En particular, si x, > 0
para todo n € N entonces T'(x) > 0.

Solucion.

a) Comprobemos que p(z) es una subnorma:
i) Sean x,y € lo, esto es sup{|z,|} < 0o, sup{|y,|} < co. Entonces:
p(z +y) = limsup(zy, + yn) < limsup z,, + limsup y,, = p(x) + p(y).
ii) Sea x € { y r € R4 .Entonces:

p(rz) = limsup(rz,) = rlimsup z, = rp(x).
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b) Veamos ahora que Ty(z) < p(z) para cada z € c.
To(x) = limx,, < limsupz, = p(z),
y de hecho Ty(x) = p(x) para = € c.

c) Estamos en las hipétesis del teorema de Hahn-Banach en el espacio ¢, con la subnorma
p(z) = limsupx, y To(z) = limz, en ¢ C l con Ty € ¢* y Tp(z) < p(x) para todo
x € c. Entonces existe T' € 0% tal que T'|. =To y T'(z) < p(z) para todo = € {x.

Demostremos que T' es continua y que ||T'|| = 1. Por una parte se tiene que
To(2)] = [Mmzy| < [limsup z,| < [|z]|oo,

con lo que ||Tp|| < 1. Tomando la sucesién x,, = 1 para todo n € N, se tiene que
lzlloo =1y |To(x)| = |limx,| = 1 y por tanto ||Tp|| = 1. De esta forma

T(x) < [p(x)| = [lmsup zp| <[]

y por tanto ||T|| < 1. Por otro lado, al ser T extensién de Ty entonces ||T| > 1.
Ast ||T]| = 1.
Ademds T es continua pues |T(x)] < 1|z so-

El teorema de Hahn-Banach nos da la condicién T'(z) < limsup x,,. Ahora:

—T(—x) > —p(—z) = — limsup(—=z,) = liminf =,

y por tanto liminf x,, < T'(z) < limsup z,.

En particular, si x,, > 0 para todo n € N, se tiene que liminfx, > 0 y por tanto
T(x)>0.

Ejercicio 23 Sea M el subespacio vectorial de {1 formado por las sucesiones (zp)52; € {1
tales que xop = 0 para k = 1,2,... y consideramos la forma lineal sobre M definida por
T(z) = x1 + x3.

a) Calcilese la norma de Ty como elemento de M.

b) Determinese el conjunto £ C (¢1)" de todas las extensiones lineales de Ty a {1 que tienen
la misma norma de Tp.

¢) Pruébese que &€ es un conjunto w*-secuencialmente cerrado de (£1)’.

Solucion.
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a) Sea x € M, entonces:

o
| To(2)] = |21 + 23] < |aa| + 23| <Y = 1.

i=1
Ast ||Tp|| < 1. Veamos ahora que existe un elemento en el cual Ty alcanza su norma.
Tomamos = = (3,0, 3,0,0,0,...), entonces |zl = 3 + 5 =1y |To(z)| = 1, por tanto
[ To]| = 1.

b) Veamos las extensiones de Tp que conservan la norma. Identifiquemos (¢1) = lo v
busquemos a = (a,,) € o tal que T,|pr = T, donde

(o]
To(z) = E a;T; = a1x1 + a2 + azxs + ...
i=1

Para que Ty|pr = To, debe ser a1 = 1y ag = 1, agy libres para todo k > 1y aggs1 =0
para todo k > 2. Ahora, de todas las extensiones, veamos cuédles son las que conservan
la norma: como ||T;|| = ||a||, debe ser ||a||s = 1. Por tanto |agx| < 1 para todo k > 1.

El conjunto & C (¢1)" = ¢ de todas las extensiones lineales que tienen la la misma
norma es:

E={a=(an) €l : a2k41 =0Vk >2 a1 =a3 =1, |agk| <1VEk > 1}.

¢) Veamos que £ es un subconjunto w*-secuencialmente cerrado de (¢1)’. Tomemos una
sucesién (a(n)) C € de forma que Tp,y — T en w*. Veamos que a € .

Por definicién de w* se tiene Tp,)(z) — Ty(x) para todo x € f1. En particular, si
e; denota el vector nulo salvo un 1 en la coordenada i-ésima, consideramos e; y es,
tenemos:

Ta(n)(el) =1— Ta(el) =a; =1,

Ta(n)(eg) =1—- Ta(eg) = a3 =1.
Si ahora consideramos esy 1, entonces:

Tomy(eakr1) = 0 — Ty(eagy1) = aggr1 = 0 Vk > 2.

Y por iltimo, si consideramos eg;, para k > 1, se tiene una sucesién de términos tales
que [Ty o) (e2x)| < 1y por tanto |agi| < 1. De esta forma a € £.

O

Ejercicio 24 Sea E = (cgo, || * ||oo)- Para cada n € N se considera la forma lineal x|, sobre
E dada por

2 (x) = Zwk Vo = (zy) € E.
k=1
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a) Pruébese que x}, € E'. Calcilese ||}, ]|.

b) Pruébese que (x}) estd puntualmente acotada (de hecho existe lim,_, ), (x) para cada
x € E). Dedizcase de a) que E es de Primera Categoria de Baire.

c¢) Pruébese directamente que D :={x € E : |z} (z)| <1, Vn € N} es un conjunto cerrado
con interior vacio y cumple E = U2 nD.

Solucion.

a) Veamos que la forma lineal es continua:

n n
(@) =D anl <Y lakl < nlls.
k=1 k=1

Entonces ||z}|| < n y z], continua. Sea z = (1,...,1,0,...) € ¢y con las n primeras
entradas igual a 1 y el resto 0. Entonces ||z|cc =1y ademds |z),(z)| = |> p_;1l=ny
por tanto ||z} || > 1. Asi ||z} || = n para todo n € N.

b) Sea la familia F = {z], : n € N} donde cada ], es la forma lineal definida con ante-
rioridad. Veamos que esta familia estd puntualmente acotada, es decir, que para cada
z € E el conjunto F(x) = {z,(z) : n € N} es acotado.

Sea x = (x) = (21, %2, T3, ..., Tn,, 0, ...) fijo, entonces:

Yoroqxk sin < mnyg

n
PN — _
(@) = ;mk ) Y ak sing<n

Es decir, a partir de n > ng, la suma es la misma. Tenemos una cantidad de sumandos
finita, y por tanto |z;,(x)] < Y32, |zk| y entonces F es puntualmente acotada.

Aplicando el principio de acotacién uniforme, tomando como A = {z € E : sup,,cy ||z}, ()] <

oo}, se tiene A = E, pero no existe M > 0 tal que sup,cy ||z}, = M < oo, pues

|zL,]| = n — oo si n — oo. Por tanto A es de primera categoria de Baire.

c) Sea D ={z € E: |z},(z)] <1Vn e N}. Veamos que D es cerrado. Sea (z3)72, C E tal
que z — x. Comprobemos entonces que z € D o, equivalentemente si |z;,(x)| < 1.

Sea ¢ > 0, para cada n € N, como x, — x entonces existe ko tal que ||z — T|o < £y
por tanto:
|2 (21) — 2, (2)] = |2 (z — 2)| S nflag —2fo < €

y en consecuencia:
|z ()] = |2 (2) = @ (k) + 2 ()| < |2l (2) — @ ()| + o ()| < € + 1.
Esto es asf para todo £ > 0, con lo que |z, (z)| <1y entonces x € D.
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Ahora veamos que tiene interior vacio. Supongamos D° # (). Entonces hay un x € D
tal que existe una bola U = {y € E : ||z — y||cc < 0} C D entorno con x € U* C D.
Veamos que existe y € U* tal que y ¢ D.

Sea © = (Z1,...,Tn,,0,...), entonces y; = (1‘1,...,1}”0,%,..k).,%,o,...) € U”, para todo
k € N. Sin embargo:

0 4] kd

e )| < 4]+ 5 ot S = o))+ 2

y por tanto ]m;m +x(yk)| > 1 para un k suficientemente grande, lo que es una contradic-
cién.

Como consecuencia, se tiene que D es un conjunto diseminado, pues (D)° = (). Ademas,

= Up2nD. El contenido £ D U;2 nD es obvio. Para ver el otro contenido, sea

E
x = (z,) € E, existe ngy tal que x, = 0 para todo n > ng y por tanto z € mD para
m

= 220:1 |Zn ]
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